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机械工程中的数值方法基础

Numerical Solution Methods for Engineering Analysis 

 第一节 简介

数值分析、计算方法（ numeric analysis）

针对实际问题应用有关科学知识和数学理论，建立数学模型这一过程，通常作为应用数学的研究对象，而根据数学模型

提出求解的数值计算方法，直到编出程序上机算出结果这一过程，则是计算数学的研究对象，也是数值分析的研究对象。

 是研究用计算机解决数学问题的数值方法及其理论，它的内容包括函数的数值逼近、数值微分与数值积分、非线性

方程数值解、数值线性代数、微分方程数值解等，它们都是以数学问题为研究对象。

 是数学的一个分支，只是它不像纯数学那样只研究数学本身的理论，而是把理论与计算紧密结合起来，着重研究数

学问题的数值方法及其理论。

研究数学问题的计算机（数值）解



5 第一节 简介

工科专业（如信息、机械、航空航天、土木水利、人工智能）

解决各种问题都需要很多数学手段

——需要利用计算机来求解这些数学问题

研究适合计算机使用的、满足精度要求的、计算省时间的有效算法及其相关的理论；在实现这些算法时往往

还要根据计算机容量、字长、速度等指标，研究具体求解步骤和程序设计技巧；有的方法在理论上虽不够严

格，但通过实际计算、对比分析等手段，只要能证明它们是行之有效的方法，也应采用。

 面向计算机，算法只能包括加、减、乘、除运算和逻辑运算

 有可靠的理论分析，能任意逼近并达到精度要求，保证收敛性和数值稳定性

 有好的计算复杂性，时间复杂性好是指节省时间，空间复杂性好是指节省存储量

 有数值实验，通过数值实验证明它是行之有效的

特点

应用
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    几个数值计算应用的例子

1.水库储水量测算

2.经济增长预测（从历年数据总计规律）

3.信号（图像）变换（数据压缩）与反变

换

4.  卫星发射设计与控制

 第一节 简介

   共同特点：

数学模型←→计算

      连续情形 数字化（离散）

 产生误差！

误差需要控制在应用需求的范围内

学了数学课后，为什么还要学习这门课？
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    求圆的周长（ r=1）

1.方法：用内接 n等边多边形来近似圆

2.是否能收敛到圆

3.n=m时误差有多大？（建立误差分析公式）

4.  计算机存储误差的影响 （误差累积，如何计算？）

 第一节 简介
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    课程内容

1.函数的逼近：插值、最佳逼近、拟合

2.数值积分、微分

3.线性代数方程组求解

4.非线性方程求解

 第一节 简介

 问题：与Matlab等工具相比，本课程的意义？

1.要知其然，还要知其所以然

2.科研、应用中很多问题无法直接用现成的工具解决

3. Matlab等工具无法做误差分析
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    主要掌握：

1.误差分析（包括收敛性和稳定性分析）

2.数值计算的基本原理和方法

----注重基本原理和概念的掌握，强调理论与实践的结合，锻炼解决实际问题的能

力和自学的能力

 第一节 简介

   要求：

按时上课，按要求、独立完成每次课堂作业和课后作

业，积极参加课堂讨论

   考查方式：

作 业 30%+ 课 堂 表 现 20%+ 期 末 考 试 （ 闭

卷） 50%
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    一、误差来源

1.模型误差

2.观测误差（测量误差）

3.方法误差（截断误差）

4.舍入误差（计算机字节长度有

限）

 第二节 误差

观测误差

舍入误差

模型误差

方法误差

对最后结果的影响相似，通过计算公式累计变化

从定义上看即为对最后结果的影响值。

二者比较相似，一般来说，

前者是指将对象进行数学化带来的误差，

后者是指进一步写成计算公式时带来的误差。

      
    

      
2 * *

2* * * * *
12! 2!

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x R x        

 
    *

1

1 !

n
x n

n x

f t
R x x t dt

n



  
n
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    例：用内接 n多边形周长近似圆（ r=1）周长

1. ——观测误差 无

2. ——模型误差 无（因可证明收敛到圆周长）

3. ——方法误差 迭代停止后的理想值与 2π的差

4. ——舍入误差 每步都有（计算中间结果存贮），需累积

 第二节 误差
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    例：求不规则形状的周长

用圆近似，进而用内接 n ——多边形来逼近求周长 模型误差

 第二节 误差
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    例：

 第二节 误差

       2 3

1 1 1 1
1 1

2! 3! !

k

e
k

   
        

取
 

4
8

1 1
10

8! 4
R    ——截断误差

 
——舍入误差
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    例：近似计算

 第二节 误差
21

0

xe dx
 

取

2
4 6 81 1 2

0 0

44

1
2! 3! 4!

1 1 1 1 1 1 1
1

3 2! 5 3! 7 4! 9

x

RS

x x x
e dx x dx  

      
 

        

  


             

21

40

xe dx S  则 4

1 1 1 1

4! 9 5! 11
R      称为截断误差 4

1 1
0.005

4! 9
R   

4

1 1 1
1 1 0.333 0.1 0.024 0.743

3 10 42
S         

 
0.0005 2 0.001    
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    观测误差和舍入误差会随着公式计算累积变化

 第二节 误差

11  n nI nI  

初始值

* 8
0 0 0 0.5 10E I I    初始误差

1

0

1
        1, 2,3,n x

nI x e dx n
e

  例：计算

公式一：

1 *
0 00

1 1
 1 0.63212056xI e dx I
e e

    

 

1 10 1

0 0

1 1
  

1 1
  

1 1

n n
n

n

x e dx I x e dx
e e

I
e n n

 

  
 

 

积分的范围估计

* *
1 01 1 0.36787944I I   


* *
10 91 10 0.08812800I I   
* *
11 101 11 0.03059200I I   
* *
12 11 ?1 12 0.63289600I I   
* *
13 12 7.2276481 13 0I I    
* *
14 13 94.9594214 41I I   
* *
15 14 1423.3911 15 4I I    
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   * *
1 1 1 0  1 1  !n n n n n nE I I nI nI n E n E          

造成这种情况的是不稳定的算法。

 1

1
1  n nI I

n  

 

公式二：
 

 
1 1

  
1 1NIe N N

 
 



可取  
* 1 1 1

 
2 1 1N NI I
e N N

 
     

  *  0N N NE I I  



17 第二节 误差

   *
1

1 1 1
  1 1N N N NE I I E

N N N     

   
1

 
1 1n NE E

N N n


 

*
15

1 1 1
0.042746233

2 16 16
I

e
     

* *
14 15

1
1 0.063816918

15
I I    

* *
13 14

1
1 0.066870220

14
I I    

* *
12 13

1
1 0.071779214

13
I I    

* *
11 12

1
1 0.077351732

12
I I    


* *
1 2

1
1 0.36787944

2
I I    

* *
0 1

1
1 0.63212056

1
I I    

 

 

误差逐步递减，这样的算法称为稳定的算法。
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    二、误差衡量

 第二节 误差

x 准确值

*  x x x  

*x 近似值

绝对误差：

 

相对误差：
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     三、有效数字 (教材 P6)

 第二节 误差

1.2345678x 

2  0.5 10x   

* 1.23x 三位有效数字

* 1.2346x 五位有效数字
4  0.5 10x   

187.9325   0.0378551  8.000033

187.9        0.03786        8.000

四位有效数字
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有效数字——绝对误差限

 第二节 误差

有效数字——相对误差限

 

 

   

思考：重力加速度的有效数字、绝对误差限、相对误差限分别是多少？



21 第二节 误差
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思考：

 第二节 误差

10.0101011x 

二进制时如何考虑有效数字问题？

* 10.01x 四位有效数字
2  0.5 2x   

五位有效数字

六位有效数字

* 10.011x 

* 10.0101x 

3  0.5 2x   

4  0.5 2x   

误差上限
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    四、多元函数的误差估计

 第二节 误差

 1 2, , , nA f x x x 

 * * * *
1 2, , , nA f x x x 

 



24 第二节 误差

** *

1 2
1 2

n
n

f f f
A x x x

x x x

      
                  



近似有

以上不等式是近似的：如果要精确的分析误差上限，则有



25 第二节 误差

** *

1 2
1 2

max max max n
n

f f f
A x x x

x x x

      
                  



如何推导上述不等式？为什么？

         * * maxA f x f x f x x f x x       

微分中值定理：       在 [a,b]连续， (a,b)可导，则在 (a,b)    至少存在一点 ，

     使得等式 f(b)-f(a)=f’(ξ)(b-a)成立

 f x a b 



26 第二节 误差

微分中值定理：       在 [a,b]连续， (a,b)可导，则在 (a,b)    至少存在一点 ，

     使得等式 f(b)-f(a)=f’(ξ)(b-a)成立

 f x a b 



27 第二节 误差

2 1例 1                                     ：比较 和 的误差，其中 取 1.414      1/ 2 1 2

  1f x x     1 1f x x    

   
*

* 33max 1 1 0.5 10
1

10
2

f
f x f x x x

x
          






 2 1.4135,1.4145 的精确值的范围 

  1

1
f x

x



 

 2

1

1
f x

x

 


   
 

*
* 3

2

1
max 0.2 10

1.4135 1

f
f x f x x x

x
          



28 第二节 误差

     ** 31
max 10

2
f x f x f x x x      

例 2                                                ：当取 时，试分析 误差上限。具体的，当 是如何？3 1.732  f x x   2f x x

 f x x

  2f x x

     ** 3 31
max 2 2 1.7325 10 2 10

2
f x f x f x x x x            

  1f x 

  2f x x 
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    五、数值计算的基本原则

 第二节 误差

11n nI nI  
1. 选择数值稳定性好的计算公式

 

11 n
n

I
I

n




2. 防止被除数远大于除数

1 2

1 2

0.00001 1

          2 2

x x

x x

 
  

3. 防止相近的数相减

2 4

1 cos1 1 0.9998 0.0002

2sin 0.5 1.523 10

    


  

4. 防止大数吃掉小数

 12345 0.1 0.2 0.3   

——先加括号内的小数
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5. 简化计算步

骤

+-×÷

                 例：计算 的值。255x

255 2 4 8 16 32 64 128x xx x x x x x x 只需 14次乘法。

255 2((((((( ))))))) /x x x

1001

1
1)

1

11
(

)1(

11000

1

1000

1





 

 n n nnnn

只需？次乘法。
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32补充资料

      
    

      
2 * *

2* * * * *
12! 2!

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x R x        

一元函数泰勒展开

 
    *

1

1 !

n
x n

n x

f t
R x x t dt

n



  

      
      
2 *

2* * * *
32!

f x
f x f x f x x x x x R x     

 
     
2 *

* 2
32!

f x
f f x x x R x     



33补充资料

二元函数泰勒展开

 ,f x y 一次展开式



   日 期： 2026/6/1

  谢 谢！
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